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Abb. 8 u. 9. Die Funktionen 4(0; z;) und S(0; zz) fiir die
unendliche Kristallplatte und fiir den kugelférmigen Kristall.

KINEMATISCHE THEORIE DER ELEKTRONENINTERFERENZEN

Die Funktionen 4 und S sind bei gleichzeitiger
Ersetzung beider Argumente durch ihre negativen
Werte antisymmetrisch bzw. symmetrisch:

. _ 1 [sin(22p—zg) —sinzg  sinzy
A(zg; 23) = o 2 (zh—1g) = |’ (38)
A(xg; 0) = jy () = — A (x5 %) » (38
S(xg5 74) = 7217" [cos ’Lﬂ:;"i(%h_@l . (39)
S(x,0) = ,Si;g’”v = S(zy; 2,) - (39')

Die Abb. 8 und 9 zeigen die Funktionen

A©;5) = L[in2n_y

und S(0; ) = (im ;h)2

Zh
zusammen mit den entsprechenden Funktionen fir
die Kugel. Trotz der sehr verschiedenen geometri-
schen Kristallformen stimmen doch die Funktionen
der Anregungsfehler qualitativ iiberein.

Herrn Prof. Dr. K. MouiEre danke ich sehr fiir die
Forderung dieser Arbeit. Den Herren Dr. K. Kamse
Dr. H. Nienrs und Dr. E. H. Wacner bin ich fiir viele
Diskussionen und Ratschlige zu Dank verpflichtet. Be-
sonderer Dank gebiihrt Herrn. H.-J. Krauss, der alle
numerischen Rechnungen ausfiihrte und die Abbildun-
gen zeichnete. Der Max-Planck-Gesellschaft danke ich
fiir die Gewdhrung eines Stipendiums.

Zur theoretischen Beschreibung von Umweganregungen
bei Elektroneninterferenzen an Kristallen

Von H. FENGLER

Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft *, Berlin-Dahlem
(Z. Naturforschg. 16 a, 1214—1223 [1961] ; eingegangen am 18. Juni 1961)

In einer vorangegangenen Arbeit wurden allgemeine Formeln fiir die Streuintensitdt in einer
Interferenzrichtung bis zur 2. Bornschen Ndherung angegeben. Thre physikalischen Aussagen werden
hier diskutiert. Die Ergebnisse sind: 1. Die FriepeLsche Regel verliert bereits in der zweiten Nahe-
rung ihre Giiltigkeit. 2. Die Intensitdtsformel der durch die zweite Bornsche Naherung erweiterten
kinematischen Theorie geht fiir groe Anregungsfehler der Umwegtripel und kleine Kristalle in die
aus dem Zweistrahlfall der dynamischen Theorie folgende Formel iiber, wenn in dieser die Berue-
schen Zusatzpotentiale beriicksichtigt sind. 3. Lagen- und Intensitdtsanomalien bei Interferenzen im
konvergenten Biindel sowie das Auftreten verbotener Reflexe konnen erklart werden. Als Beispiel
wird die Intensitit des (222)-Reflexes von Ge in Abhidngigkeit vom Azimutwinkel berechnet.
4. Durch Hinzunahme der zweiten Ndaherung wird die durch das Quadrat des Volumens dividierte
Intensitit eine um einen konstanten Wert gedampft oszillierende Funktion der Kristallgrofe.

Die Beschreibung der Elektronenstreuung an Kri-
stallen mit der 1. Bornschen Nédherung heiflt kine-
matische Theorie. Eine Erweiterung durch die 2. Na-
herung wurde in einer vorangegangenen Arbeit!
vorgenommen. Die physikalischen Aussagen der dort

* Abt. Prof. Dr. K. MoLI1ERE.
! H. FexcrLer, Z. Naturforschg. 16a, 1205 [1961], voran-

gewonnenen allgemeinen Formeln sollen jetzt disku-
tiert werden. Im Abschnitt A wird die FriepeLsche
Regel untersucht, in B die 2. Ndherung mit dem
Zweistrahlfall der dynamischen Theorie verglichen.
In diesen beiden Abschnitten sind keine Voraus-

stehend. Diese Arbeit wird im folgenden als I zitiert;
I, (24) z. B. bedeutet: Gl. (24) aus I.
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UMWEGANREGUNGEN BEI ELEKTRONENINTERFERENZEN IN KRISTALLEN

setzungen tber die dullere Kristallform (abgesehen
von einer sehr allgemeinen Symmetrieforderung)
nétig. In der Einleitung zu I wurde erwéhnt, da3 die
Effekte der Umweganregung weder durch die kine-
matische Theorie noch durch den Zweistrahlfall der
dynamischen Theorie erfafit werden konnen. Die
Umweganregung 143t sich experimentell besonders
gut bei Interferenzen im konvergenten Biindel 2 und
an Kikucui-Linien beobachten. Die Variable, die den
Ort auf einer Linie beschreibt, ist der Azimutwin-
kel @. In der Nahe einer Stelle ¢, in der sich zwei
oder mehrere Linien kreuzen, treten Anomalien auf.
Um sie zu beschreiben, mufl man den Anregungs-
fehler der Storlinie als Funktion des Azimutwinkels
der gestorten Linie kennen. Damit befafit sich der
Abschnitt C. In D werden die Anomalien besprochen
und in E das Auftreten verbotener Reflexe. Im Ab-
schnitt F wird die Abhéngigkeit der Streuintensitat
von der Kristallgrofle diskutiert.

A. Die Friedelsche Regel 376

Nach 1,(2) und I,(6) ist die Streuintensitit bis
zur 2. Nidherung in der Beobachtungsrichtung?

f:fa + Ay
1y=}f1y(f7 fo) + 7 (£. 1) |2
und nach I,(17) und I, (27)
2 |
”‘—‘(f;) ug s(Xg) — (2*%3'0; wj g p

LA 08) +iS(ys o) ] “2.
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Die Funktion s kann reell angenommen werden,
wenn es im Kristallinnern ein Symmetriezentrum in
bezug auf die Kristallbegrenzungen gibt. Mit diesem
Punkt als Ursprung eines Koordinatensystems ist

¢(t)=c¢(—1) und daher auch® s(f)=s(—f)=s(f):
7= (42;)2{ ‘ Ug ‘2 s(Ng)2 - *('2*;)’3 2as(Xy)

: [S{C u; Z Uplg - h A (X(/; o)
h

}. (1)

(Das Quadrat der Summe gehort bereits zur 3. Na-
herung; das Bornsche Verfahren stellt ja eine Ent-
wicklung nach Potenzen des Potentials dar.)

+ \\Sln Ug Z upUg_p S(Xg; ‘Qh)
h

Die FriepeLsche Regel besagt, daf} enantiomorphe
Kristalle® durch Streuexperimente nicht zu unter-
scheiden sind. Die Fourier-Darstellungen ihrer Po-
tentiale unterscheiden sich nur dadurch, dafl ihre
Fourier-Koeffizienten zueinander konjugiert kom-
plex sind; fiir ihre Intensitatsformeln bedeutet das
eine Umkehr des Vorzeichens vor dem Imaginarteil
in (1). Enantiomorphe Kristalle sind also durch In-
tensitdtsmessungen im Prinzip zu unterscheiden. Die
Friepersche Regel gilt schon in 2. Ndherung nicht
mehr. Fiir Kristalle mit Symmetriezentrum ist u,
reell:

1y=<.4%)2{u925()(g)2— (2;?2“()(,,) Ug (2)

g ; u ug—hA(Xr]; Qh)} .

B. Vergleich der zweiten Niherung mit dem Zweistrahlfall der dynamischen Theorie

Fiir die Kristallkugel und die Kristallplatte ist nach 1,(30”) bzw. 1,(38"): A(%y30) = —A(Xy; 0,) -

Dicse Beziehung gilt allgemeiner:

a(A+iS)=F(Xy; 01) =i f/c(x, ¥,2) c(,y,2) exp{ —i(Xy- 1) } exp{ion(z—2") }d3r dz’,

2L

F(Xg50) =i [ [ c(z,y,2) c(z,y,2") exp{ —i (X, ¥, 1) Jexp{ —ig, 2"} d’r d7,

2>z

F(Xys509) =1 // c(z,y,2) c(x,y,2") exp{ —i(x,®¥, 1) yexp{ —io, 2’} d®r dz’.

2

Wie oben soll die Kristallbegrenzung so beschaffen sein, dal} ¢(v) =c(—1) ist:
F(Xg30) =i [[c(z,y,2) c(z,u,2) exp{i (%, ¥, 1) Jexp{ig, 2’} d°r dz'.

<Lz

2 W. KosseL u. G. MéLLenstepT, Ann. Phys., Lpz. (5) 36, 113
[1939].

3 S. Mivake u. R. Uvepa, Acta Cryst. 3, 314 [1950].

4 K. Kosnra, J. Phys. Soc. Japan 9, 690 [1954].

5 H. Nignrs, Z. Phys. 140, 106 [1955].

¢ F. Fusivoro, J. Phys. Soc. Japan 14, 1558 [1959].

7 Sofern Bezeichnungen nicht erklart werden, wurden sie aus
I iibernommen.

8 Wie im Teil I werden konjugiert komplexe GroBen durch
Querstriche gekennzeichnet.

9 Das sind Kristalle, die durch Spiegelung an einem inneren
Punkt auseinander hervorgehen.
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Daraus folgt aber:

AXg30) = —A(Ng5 00)5 S(Xg30) =S (A5 9)-
(3)
Die Summe in (1) enthalt auch die Glieder A=0;
h=g. Da das Produkt u,|u, [? reell ist, verschwin-
det der Imaginarteil und von den Gliedern h =0,

h = g bleibt iibrig:
uolug !2 [4(%y30) +4(Xg50,)] =0 nach (3).

Fiir den reinen Zweistrahlfall (alle Tripel aufler O
und g werden vernachléssigt) gibt es also bis zur
2. Nidherung noch keine Kopplung zwischen den In-
tensitdten von Primar- und Interferenzstrahl.

Sind die Anregungsfehler o, fiir alle Tripel A <0, g
geniigend grof, dann 4Bt sich das Integral in I,(18b),
aus dem die Funktionen 4 und S gewonnen wurden,
sehr leicht abschétzen:

a(A+i8) = / sEntXo—F) s(E—Fn) gsp |

k2—k—ic

Die Hauptbeitrdge des Integrals liegen in der Nahe
von f, =%;; an dieser Stelle ist (k;>—%?) ~! inner-
halb der Halbwertsbreite von s nahezu konstant, da
on="Fk—kj grof} ist:

ald i s

kp>—K?
. /3 (X + b1 s(f—f) &3 = (“2':)3 ’;]fzx};)cz '
Fiir grofle gy, ist also
~— 82 ;gg[g, S(Xy3 o) 0.
1 (2 g =2 ey hz o=t (4)
v

in Richtung maximaler Intensitat.

Nach der Zweistrahl-Ndherung der dynamischen
Theorie erhalt man bei Beriicksichtigung der BerHE-
schen Zusatzpotentiale 1 (¥, wieder so gewahlt, daf}
19 maximal wird) 11

Bn. =1, sinz{B =€ Y Btk } (5)

h+0 khf.‘_k2
g

Die Konstante B ist der Kristalldicke proportional.
Fiir kleine Kristalle kann der Sinus entwickelt wer-
den. Das erste Glied liefert im wesentlichen (4).
Beide Gln. gelten nur fiir ,hinreichend grofie®

10 7. G. Pinsker, Electron Diffraction, Butterworths Scientific
Publications, London 1953, S. 167 ff.
11 H. Nienrs, private Mitteilung.
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0n(h+#0, g). Diese Bedingung lafit sich prazisieren,
wenn man die expliziten Ausdriicke I,(30") (Kugel)
bzw. I,(38) (Platte) benutzt. In beiden Fallen ergibt
sich: 4(0; ;) ~ — 1/, fiir 2,>10 (z,=R o, fiir
die Kugel und z,=3D{;, fiir die Platte) (vgl.
Abb. I, 8). Die Verwendung der Berueschen Zusatz-
potentiale ist danach erlaubt, wenn die Bedingung
D ;> 20 erfiillt ist. Es kommt also nicht allein auf
die Grofle des Anregungsfehlers an, sondern immer
auf das Produkt aus Kristalldicke und Anregungs-
fehler. Danach ist fiir sehr diinne Kristalle (in der
Grenze D — 0) die Beriicksichtigung weiterer Streu-
wellen neben 0 und g durch Beruesche Zusatzpoten-
tiale nicht erlaubt (vgl. hierzu 12).

C. Die Abhingigkeit des Anregungsfehlers g,
vom Azimutwinkel

Der erste Term in der geschweiften Klammer von
Gl. (1) gibt die Streuintensitat in erster Naherung
an; d.h. die durch die kinematische Theorie be-
schriebene Intensitdt. Es ist der Anteil der Elektro-
nen, der direkt aus der Primarrichtung in die Rich-
tung f=f,+ ¥, abgelenkt wird. Der zweite Aus-
druck in der Klammer hat die folgende Bedeutung:
ein bestimmter Anteil von Elektronen wird aus der
Einfallsrichtung f, in die Richtung f; gestreut; von
diesen Elektronen gelangt ein Teil durch einen zwei-
ten Streuakt in die Richtung f, (Abb.1). Dieser

Prozefl wird Umweganregung genannt 3.

Abb. 1. Umweganregung iiber 1 nach £, .

In (1) wird tber alle moglichen ,,Zweierumwege®
summiert. (Die hoheren Nédherungen enthalten lan-
gere Umwege: [j—f,,—>fpo—...>5,—>f,.)
Die Stirke des Umweganteils wird durch das Pro-

12§, Mivake, J. Phys. Soc. Japan 14, 1347 [1959].
13 M. Rex~NiNGER, Z. Phys. 106, 141 [1937].
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dukt uju,_j; und durch die Funktionen A4(%,; 0p)
und S(Xy;0r) bestimmt. Der Anregungsfehler g
und damit die Funktionen A4(Xy; 0,) héangen von
der Einfallsrichtung f, ab. Sie ist so gewahlt, daf}
nahezu f — =0, ist. Diese Bedingung bleibt erfiillt,
wenn das aus f,, f, und b, gebildete Dreieck um b,
gedreht wird (Abb. 1). Von dem durch die Inter-
ferenzbedingung nicht festgelegten Azimutwinkel
dieser Drehung hangt o5, ab.

to=—2%b,+mé; |d|=1; (b,,d)=0;

m=Vk - }b2~k.

on=k—ky=k—"VE+ (0. 01_) +2m(by, &) ,
Q-n=k—ky_j B

— k= VR + (6, 51_g) —2m(5y, ) -

Fiir b, =ab, ist g, =0,_; unabhingig vom Azimut.
Die noch unbestimmte Komponente des Vektors a
dient zur Messung des Azimuts. G, sei eine (belie-
bige) Anfangsrichtung in der Azimutebene. Der
Azimutwinkel ¢ ist dann gegeben durch (d,d;) =
cos @; mit
(b, dy) = by cosyy, und (b, b,) = by b, cos P

wird

(bs, &;) = by (cos yy, cos @ + sin @ sin y;, sin ).

Die Willkiir im Winkel v, kann noch ausgenutzt
werden: G, wird senkrecht zu einem festen Vektor by,
gewihlt, also vy, =7/2; es gibt dann eine ganze
Schar von Vektoren b, , die auf &, senkrecht stehen;
namlich alle b,=ab,; +b,; insbesondere gehort
by_11 zu dieser Schar. (Alle Vektoren der Schar lie-
gen in einer Ebene; sie gehoren einer Zonengemein-
schaft an.) (Beispiel: b, = (222); &;~[101]; alle
Vektoren b;, = (h hy k) sind orthogonal zu a,.) Fiir
sie vereinfacht sich der Anregungsfehler:

on(®) =k—"Vi2+ (b;,0,_y) +2m by sin P sing
=05-n(—@). (6)

Da k sehr grol gegen alle by ist, kann die Wurzel
entwickelt werden:

~ _ bumsind _ 1 (bn,biy)
L k ¥y P
Fiir kleine ¢ erhalt man schlielich:
___mbysind 1 (?h bi_g)
Qh > k D) k ) (7)
o mbpsindg 1 (b, br_g)
Q"_h~+7k7ﬂﬂ Y=o Tk

Das ist eine zu @ =0 symmetrische Geradenschar;
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zur Geraden 9, (@) auf der Seite positiver ¢ gehort
die Gerade 9,_;(®) auf der Seite negativer ¢ .

In Abb. 2 ist eine solche zum Azimut a,; ~ [101]
gehorende Schar fiir das Diamant-Gitter mit 4/a =
0,02 (a = Gitterkonstante) gezeichnet. Diese Bilder

|

05N

Abb. 2. Die zum Azimut d; ~ [101] gehorende Geradenschar

des Anregungsfehlers oj, fiir das Diamantgitter (1/a=0,02;

J=Wellenlinge, a=Gitterkonstante) . Zu ¢ =0 symmetrische
Geradenpaare sind (131) ; (111) und (111); (313).

sind fiir die numerische Rechnung und fiir die erste
Deutung eines Experimentes sehr niitzlich. Sie zei-
gen diejenigen Azimutstellen, fiir die die Umweg-
anregung besonders bemerkbar sein wird. Besonders
wichtig sind die niedrig indizierten Geraden, da fiir
sie das Produkt u,u,_; grof} ist. Auch die Vorzei-
chen der Funktion A(Yy; 01) lassen sich aus der
Abb. ablesen, so dal man bei Kenntnis des Vorzei-
chens von u, uju,_; weiB, ob der Umweg iiber f,
die Intensitit in Richtung f, verstirkt oder schwacht.

Man zeigt noch leicht, daf} die Geraden g, und
On-ng (n=0, £1, £2, *...) zueinander parallel
verlaufen.

Aus (7) ist die Abhingigkeit des Anregungsfeh-
lers von der Wellenlidnge abzulesen!t. Fiir grofe
Elektronenenergien (k> |b,|) ist m~k, so daB
der Koeffizient von ¢ unbhingig von k ist. Die
Steigungen der Geraden der Abb. 2 bleiben daher
bei Anderungen der Wellenlinge konstant. Nur der
Ordinaten- und Abszissenmalistab wird im Verhalt-
nis 1/1; geindert, wenn A, eine beliebig gewdahlte
Ausgangswellenlidnge ist. Er wird gedehnt, wenn
%<2y ist und zusammengedriickt, wenn A>4, ist.
Bei der numerischen Rechnung wird man einen Um-
weg nur dann beriicksichtigen, wenn sein Anregungs-
fehler einen durch die gewiinschte Genauigkeit vor-

14 Wenn die Spannung variiert wird, muB8 gleichzeitig die
Einfallsrichtung so gedndert werden, daf3 die Interferenz-
bedingung £=£, (oder 0;=0) erfiillt bleibt; die Gln. (7)
geben die Anregungsfehler der Umwegtripel an, wenn
0g=0 ist.
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geschriebenen Wert unterschreitet. Da bei Verringe-
rung der Wellenldnge die Werte des Anregungsfeh-
lers an einem festen Azimut herabgesetzt werden,
konnen neue Umwege auftreten; fir die Intensitats-
verteilung ist daher die Mafistabsédnderung nicht der
einzige Effekt. In der Summe in (1) konnen die
Glieder A und g — h zusammengefaflt werden:

f(‘(/”) =Re l—l!/z up,Ug_p [A (Xm Qh((p) )
SR +A(Xg- 05-1(9))]
it Sln l—‘y Z UpUg [S(XHa Qh(‘P) )
M +S(Xg- 0o-1(9))]
=f(—@) wegen 0, ,(®)=0r(—9).

Die Intensitat /Y ist eine symmetrische Funktion des
Azimutwinkels ¢, solange nur Umwege iiber sol-
che h auftreten, fiir die (by, a;) =0 ist.

D. Durch Umweganregung verursachte
Intensitits- und Lagenanomalien %

Bei Elektroneninterferenzen im konvergenten Biin-
del sind Primér- und Interferenzreflexe nicht punkt-,
sondern kreisformig. Enthédlt der Primérkegel ein
Stiick des KosseL-Kegels — g, so erscheint im Re-
flexkreis g die helle Kikucur-Linie g, im priméren
Reflexkreis 0 die dunkle Linie —g. Der Abstand
beider Linien ist dem Streuwinkel ©,~b,/k pro-
portional. Der Parameter, der die Linie g beschreibt,
ist der Azimutwinkel ¢. Diese Versuche zeigen —
genau wie die Kikucar-Diagramme — sehr iber-
sichtlich die Abhéngigkeit der Intensitdt vom Azimut-
winkel. Enthalt der Einfallskegel auch noch ein Stiick
des Kosser-Kegels — ki, dann enthalt der Reflexkegel h
den KosseL-Kegel h — g und die durch Umweganre-
gung bewirkten Effekte konnen gut beobachtet wer-
den. Die Linie g wird von den Linien A und g—h
gekreuzt. Die Strecke zwischen den Schnittpunkten
liegt entweder vollig innerhalb der Bénder —h, A
und g —h, h— g oder vollig aullerhalb, je nachdem
ob der Winkel zwischen b, und b,_;, groBer oder
kleiner 71/2 ist; ist er gleich 7/2, dann schneiden
sich die Linien g, & und g—#A in einem Punkt.
[Abb. 3, 4; B;= (L/k)b;; L ist der Abstand des
Kristalls von der Photoplatte.]

Jedem Punkt auf der Linie + g kommt der An-
regungsfehler p, =0 zu; entsprechend ist fiir Punkte

15 Herr Dr. Nienrs diskutierte die gleichen Versuche nach der
Formel (5). Der Verfasser ist Herrn Nienrs sehr dankbar,

H. FENGLER

auf den Linien h bzw. g—h ©,=0 und 90, ;,=0.
Fiir beliebige Punkte erhilt man den Anregungsfeh-
ler aus dem Abstand d des Punktes von der betrach-
teten Linie nach der Naherungsformel ¢;~d b;/L,
wo L die Entfernung des Kristalls von der Beobach-
tungsebene ist. Man beweist damit leicht aus den

Abb. 3 oder 4 die Beziehung (6) :
on(®) =gg-n(—9) .

(Der Mittelpunkt der Strecke BC ist der Azimutwin-
kel ¢ =0.) g, und 0,_; haben fiir alle Punkte auf
der Strecke BC gleiches Vorzeichen; es ist nach Gl.
(7) durch das Vorzeichen des skalaren Produktes
(b, by_1) bestimmt: fiir die Abb. 3 ist also g, <0,
9g-#<0 und fir die Abb. 4 0,>0, 0,_;,>0 fiir alle
Punkte auf der Strecke BC; o, wechselt bei C, o,_;
bei B das Vorzeichen.

Versuche der oben beschriebenen Art wurden vor
einigen Jahren von Menzer-Kopp1® an Glimmer

o
+h g
-h °
9
‘\
B C
‘9
B,
%,
. o A
-9
Abb. 3
<
o
)
©° +h
8 C .
F 9
-h
B, 3,
-9
Abb. 4

Abb. 3 u. 4. Die drei Binder (g, —g), (h, —h) und (g—h,
h—g) fiir <C (b, by_2) > /2 bzw. < 7/2.

daBl er ihm diese unveriffentlichte Arbeit zur Verfiigung
stellte.
16 Cur. Me~zeL-Koee, Ann. Phys., Lpz. (6) 9. 259 [1951].
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(Muskovit) und von Prister!” an Bleijodid ge-
macht. Thre Ergebnisse waren:

a) Die Intensitatsverteilung auf der Linie g ist
symmetrisch zum Mittelpunkt der Strecke BC.

b) Ist u, klein (so dal} keine zu Nebenmaxima
gehorenden Linien auftreten), dann ist im Falle der
Abb. 3 [<X(b,,b,_») >7/2] die Intensitdt inner-
halb BC verstarkt gegentiber der Intensitdt auf der
Linie g in grofler Entfernung von den Punkten B
und C; im Falle der Abb. 4 [<((b,,b,_5) <7/2]
geschwicht (Intensitdtsanomalien).

c) Ist u, so grof}, dal Nebenmaxima auftreten,
dann sind deren Linien in der Ndhe der Storstellen
im Verhiltnis zum ungestorten Verlauf verschoben
(Lagenanomalien).

Daf} (1) die Eigenschaft a) hat, wurde schon fest-
gestellt. Zur Priifung von b) wird angenommen, daf3
nur die Umwege A und g—h auftreten (zur Ver-
einfachung werden Kristalle mit Symmetriezentrum

betrachtet) :
19— (5] fust s o) -

2as U, Up Uy, _
47 (Xy)yhah

T

@a)?
A 1) + A (L3 00 n())1 ]

(8)
In grofler Entfernung von den Kreuzungspunkten
B, C der Abb. 3 und 4 ist die Funktion 4 praktisch
null; nur der erste Term gibt Beitrdge zu 19 (nor-
male Intensitit). In der Nahe von B, C kommt
der Umweganteil hinzu, dessen Azimutabhingigkeit
durch die Funktion 4 gegeben wird. g, ist im
Punkte C und o¢,.;, im Punkte B gleich null.
A(Xgs 01) + A(Ny;0,-1) ist die Uberlagerung
zweier Funktionen der Abb. I, 3, deren Ordinaten-
achsen durch C bzw. B gehen.

Alle Aussagen waren bislang unabhingig von der
Kristallgestalt. Die genauen Formen der Kurven A4
sind nur fir die Kugel und die Platte bekannt. Beide
stimmen qualitativ gut tiberein (vgl. Abb. I, 8) ; das
wird auf die allgemeingiiltigen Beziehungen
A(Xgs 08) =A(— Ag5 —0n)

A(Xg5 0n) grose o =~ — 1/0n
zuriickzufiihren sein; sie machen es auch wahrschein-
lich, dal die Abb.I, 3 die prinzipielle Form der

Kurven A fir jede Kristallgestalt wiedergibt. Die
Abb. 5 a, b zeigen die Kurven

—[A(0504) +A4(050,-4) ]

und

17 H. Prister, Ann. Phys., Lpz. (6) 11, 239 [1953].
18 Der Verfasser ist Frau Dr. Menzer-Koep sehr dankbar fiir
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Abb. 5 a, b. Die Kurven —[4(0; os) +A4(0; 0g-1)] fiir zwei
verschiedene Entfernungen der Punkte B, C.

(stark ausgezogene Linien) fiir den Fall, dafl
<X (bs, b,_1) >7/2 ist (vgl. Abb. 3). Sie bedeuten
Intensitatsschwachung innerhalb B, C, wenn das Pro-
dukt der Fourier-Koeffizienten wu,uj;u,_ ;>0 ist.
Den Fall der Intensitdtsverstairkung zwischen B, C
erhilt man durch Spiegelung der Kurven an der
Abszissenachse. In Abb. 5 a entspricht der Abstand
der Punkte B, C dem des Geradenpaares (111),(313)
der Abb. 2 mit 4/a=0,02 und einer Kristalldicke
von 200 A. In Abb.5b wurde der Abstand der
Punkte B, C den experimentellen Verhiltnissen an-
gepalit, wie sie bei MenzeL-Kopp 16 vorlagen (vgl.
Abb. 2a in 1), Hier wird die Linie (602) von
den Linienpaaren (331), (331); (060), (662):
(391), (391) und (662), (060) gekreuzt.

Abb. 6. Die Intensitdt lings
der Linie (602) bei Glimmer
(Muskovit) nach einer Photo-

meterkurve.

Abb. 6 stellt die Intensitét langs der Linie (602)
dar. Sie wurde aus einer Photometerkurve durch
Umrechnung von Schwirzung auf Intensitdt gewon-
nen. Uber die Schwankungen, die die Photometer-
kurve zeigte, wurde graphisch gemittelt 8. Das Ex-
periment ergibt also Intensitatsschwichung zwischen
den Kreuzungsstellen B, C. Da Glimmer eine nahezu

B N
—~J

die Erlaubnis, diese noch nicht veroffentlichte Kurve zu
verwenden.
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hexagonale Struktur hat, kann man angenéhert mit
reellen Fourier-Koeffizienten rechnen. Fiir das Paar
(331), (331) ist <C (b, b,_1) <a/2, fiir die ande-
ren drei Paare ist der Winkel grofler als s7/2. Nimmt
man an, daf} fir die Intensitdtsanomalie hauptséch-
lich das Paar (331), (331) verantwortlich ist
(wegen des groflen Fourier-Koeffizienten), so muf}
Ugop Uz Uszy < O sein, damit Intensitdatsschwachung
resultiert. Wegen ugs; = us3, bedeutet das: ugpr<O.
Allerdings ist dieses Ergebnis wegen der Vernach-
lassigung der drei anderen kreuzenden Paare un-
sicher, zumal man noch die Beitrdge hoherer Nahe-
rungen beriicksichtigen sollte, wenn mehr als zwei
Linien sich in einem Punkte kreuzen. Im Prinzip
scheint es aber moglich zu sein, das Vorzeichen von
Fourier-Koeffizienten mittels Umweganregung zu
bestimmen. Man benétigt dazu keine genauen Inten-
sitdtsmessungen, sondern es ist nur festzustellen, ob
Verstirkung oder Schwéchung der Intensitit vor-
liegt. Man sollte im Experiment solche Einstrahl-
richtungen wihlen, fiir die eine Linie g nur von
einem Paar h, g—h gekreuzt wird. Die in Abb. 5b
und 6 dargestellten Kurven stimmen qualitativ gut
iberein. Gehen die Linien g, & und g—h durch
einen Punkt (d.h. die Punkte B, C fallen zusam-
men), dann heben die beiden Kurven einander auf;
es sind keine Intensitidtsanomalien zu erwarten.

Die Theorie ist also in der Lage, die oben unter
a) und b) angefiihrten Versuchsergebnisse (wenig-
stens qualitativ) zu beschreiben.

Frau MenzeL-Kopp bezeichnet die Verschiebung
der Nebenmaxima in der Ndhe der Kreuzungsstel-
len zweier Kikucui-Linien als Lagenanomalie. In
den gewohnlichen Kixucur-Diagrammen (Linien, die
durch unelastische Streuung entstanden sind) sieht
man diese Nebenmaxima meist nicht. Aber die Li-
nien selbst (Hauptmaxima) zeigen hédufig an Kreu-
zungsstellen Verbiegungen; zwischen zwei Kreu-
zungsstellen erscheint die Linie mitunter etwas ver-
breitert und verschoben. Kann man die Lagenano-
malien der Hauptmaxima verstehen, dann wird man
in gleicher Weise die der Nebenmaxima beschreiben
konnen.

In der Gl. (2) ist der Vektor X, ein geeigneter
Parameter, Lagenanomalien zu beschreiben. Die
Funktion s(%,) gibt eine um | ¥, | =0 symmetrische
Intensititsverteilung mit dem Maximum bei |%,|=0;
das gibt die Lage der ungestorten Linie g. Im Stor-
term héngt die Funktion 4 (%y; 0,) von X, ab. Liegt
der reziproke Gitterpunkt g auf der Ausbreitungs-

H. FENGLER

kugel, dann liefert auch 4 eine Intensitétsverteilung
mit dem Maximum bei | X;|=0 (Abb. I, 6). Der
Storterm wiirde dann keine Lagenanomalien verur-
sachen. Hat der Gitterpunkt g einen endlichen Ab-
stand o, von der Ausbreitungskugel, dann liegen die
Extrema von A(Xy;0,) bei Werten mit | x,|+0,
die noch von g, abhingen (Abb. I, 4). Die Intensi-
titsmaxima des Storterms liegen auf gekriimmten
Linien.

Die Funktionen der Intensitatsverteilung sind
s(Xg)? (1. Naherung) und —s(%g) 4(Xy;0n)
(2. Nédherung). Der Abstand ihrer Maxima ist etwa
von der Grofle der Halbwertsbreiten der Funktionen
s und 4. Aus der Uberlagerung wird daher haupt-
sachlich eine Verbreiterung des Maximums resultie-
ren, was auch eine Verschiebung des Intensitats-
schwerpunktes bedeutet.

Ob die Effekte quantitativ richtig wiedergegeben
werden und ob auch nach der Uberlagerung die
Krimmung der Linien in der Néhe einer Kreuzungs-
stelle noch merkbar vorhanden ist, kann nur die
Durchrechnung eines Beispiels zeigen, fiir das auch
Photometerkurven vorliegen.

E. Verbotene Reflexe

Die Fourier-Entwicklung I,(7) des Potentials be-
riicksichtigt nur die Translationsinvarianz des Git-
ters, aber nicht die Invarianz gegen die Operationen
der Punktgruppe. Diese Forderungen liefern Bedin-
gungsgleichungen fiir die Fourier-Koeffizienten des
Potentials. Unter ihnen sind diejenigen besonders
wichtig, die das Verschwinden eines Fourier-Koeffi-
zienten verlangen. In erster Naherung ist die Inten-
sitdt in der Beobachtungsrichtung f~f, proportional
zu |u, 2. Verlangt die Punktgruppe u,=0, dann
muB nach der 1. Niherung der Reflex (g! g%g%) im
Beugungsdiagramm fehlen; er ist ,,ausgeloscht®. Da
die Ausléschungsgesetze eine Folge der Kristall-
symmetrie sind, kann man umgekehrt aus dem Feh-
len von Beugungsreflexen auf die Kristallsymmetrie
schlieBen. Fiir das flichen- und raumzentrierte ku-
bische Gitter miissen die Ausloschungsgesetze auch
in den hoheren Néaherungen giiltig bleiben. Dagegen
sind die des hexagonalen Graphitgitters-in 2. Nahe-
rung nicht mehr giiltig.

AufBer diesen durch die Symmetrie bedingten Aus-
l16schungen gibt es noch solche, die aus der Atom-
besetzung der Elementarzelle resultieren; z. B. sind
fiir Kristalle des Diamantgitters die Beugungsreflexe
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(2g'25%2g% mit g'+g%>+g® ungerade sehr
schwach, wenn die Elementarzelle verschiedene Atom-
sorten enthilt (z. B. Zinkblende) ; diese Reflexe feh-
len in 1. Naherung ganz, wenn die Kristalle ein-
atomar sind (z. B. Diamant, Ge, Si). Diese durch
die spezielle Zellenbesetzung bewirkte Regel ist in
2. Naherung ungiltig. Tatsdchlich werden solche
Reflexe auch beobachtet. Da sie in 1. Naherung ver-
boten sind, heifen sie ,,verbotene Reflexe*. Ihre In-
tensitdt ist stark vom Azimut abhingig, wie in Ab-
schnitt C gezeigt wurde. RENNINGER 13 19 hat die In-
tensitdt des (222)-Reflexes von Diamant fiir RGNTGEN-
Strahlen in Abhéngigkeit vom Azimutwinkel gemes-
sen und die Ergebnisse qualitativ mit Umweganre-
gung gedeutet. Fir CuKes-Strahlung treten wegen
der groflen Wellenldnge nur wenig Umwegtripel auf;
die ihnen entsprechenden Intensititsmaxima sind
durch eine niedrige, gleichméBige Untergrundkurve
getrennt. Die Untergrundintensitdt glaubt man auf
eine nicht kugelsymmetrische Ladungsverteilung in
den C-Atomen zuriickfiihren zu kénnen 2. Die vom
Azimutwinkel unabhingigen Umwegbeitrage des
(111)-Reflexes wiren ebenfalls eine mogliche Er-
klarung fiir die Untergrundkurve. Aber das Pro-
dukt aus Anregungsfehler und Kristalldicke ist fiir
RonrcEN-Strahlen viel zu grofl (Anregungsfehler
~0,2A71), als daB dieser Umweg eine merkbare
Intensitat hervorrufen konnte. Messungen der asym-
metrischen Ladungsverteilung miissen jedenfalls fiir
solche Azimutwinkel vorgenommen werden, fir die
der Umweganteil an der Intensitit moglichst klein
ist.

Die Intensitat verbotener Reflexe ist bis zur 2. Na-
herung:
1= () (o) @ Zwuen 40w o0 )

b/ 4

+iS(Xgs en)1|'s

und fiir die Kugel mit | 3y | =0:
T 2/3 R\2 ’ 2 ’
r-(ZV (G J{ S mma 0w @)

2
+[Zunug-as©sen |}
7

Nach Gl. (9") wurde die Intensitit des (222)-Re-

flexes eines kugelformigen Germaniumkristalls vom

Radius R=500 A (Gitterkonstante 2! ¢=5,6573 A

19 M. RENNINGER, Acta Cryst. 8, 606 [1955].
20 R, BriLy, Acta Cryst. 13, 275 [1960].
21 G. Mack, Z. Phys. 152, 19 [1958].
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im Azimutintervall —5° < ¢ < +5° mit der Rich-
tung [101] als Azimutachse ausgerechnet (Abb. 7).
Die Wellenléinge ist 1= 0,113 A (das entspricht einer
Energie von 1,18-10% eV). Die Fourier-Koeffizien-
ten wurden mit dem Ansatz 22

3 g e =birlf)

i=1

_ _7.22m
U(t)=—Ze =

fir das Atompotential berechnet. Die Konstanten
sind:
a, =0,255;

b, =0.,246;

a5 =0,581;
by =0,947;
B =0,4685/2" .

a3 =0,164;
by =0,436;

In der Abb. 2 sind die auftretenden Indextripel in
ihrer Abhéngigkeit vom Azimutwinkel gezeichnet.
Solange ein Tripel noch etwa 1%00 des konstanten
Beitrages des Tripels (111) lieferte, wurde es be-
riicksichtigt. Mit Abb. 2 lassen sich den ausgeprag-
ten Maxima leicht die verantwortlichen Umwegtripel
zuordnen. Die Rechnung zeigte, daf} in der Nahe der
Werte ¢, fir die niedrig indizierte Tripel verschwin-
denden Anregungsfehler haben, auch nur diese Tri-
pel beriicksichtigt zu werden brauchen [und der iiber
das gesamte Azimutintervall konstante Beitrag von
(111)]. Bei den hoher indizierten Tripeln muften
stets noch die niedrig indizierten Tripel (111);
(131) und (111) beriicksichtigt werden, da die Ge-
raden ihrer Anregungsfehler verhaltnismaBig flach
verlaufen und fiir sie die Produkte uju,_; grofl
sind. An Azimutstellen, an denen mehrere Tripel
gleichzeitig kleinen Anregungsfehler haben, kann
eine sehr geringe Intensitat resultieren, wenn in den
Summen der Gl. (9") die Beitriige der einzelnen Tri-
pel einander aufheben. In der ersten Summe héngt
das vom Vorzeichen des Anregungsfehlers und des
Produktes uju,_; ab, in der zweiten nur von dem
des Produktes der u. In Abb. 2 fallen zwei Azimut-
bereiche auf, fiir die es kein Tripel mit sehr kleinem
Anregungsfehler gibt. Diese Gebiete zeigen in Abb. 7
nahezu konstante Intensitat. Sie rithrt vom Tripel
(111) (azimutunabhingig) her. Das erkldart Auf-
nahmen von Eninger 2 an Si, das die gleiche Struk-
tur wie Ge hat. Elektronen von der Energie 5,7-10%
eV fallen streifend auf eine zu (111) fast parallele

22 J. A. Isers u. J. A. Hoernt, Acta Cryst. 7, 405 [1954].
23 H. Enixcer, Naturwiss. 46,472([1959] und priv. Mitteilung.
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xA(0; x)

131

I(x)

1(x) = [xA(0:x)]? + [xS(0;x)]?

N " " N
0° I 20 30 4 50
P —

Abb. 8.

Abb. 9.

; 5. (R
Abb. 7. Die Intensitit der ,verbotenen“ L18)

(222)-Linie eines Ge-Kristalls in der Nahe
des [101]-Azimuts. Die Kurve ist spiegel-
symmetrisch zur Ordinatenachse ¢ =0.

Abb. 8. u. 9. Die Abhéngigkeit der Inten-
sitdt bis zur 2. Ndherung von der Kristall-
grofle nach den Gln. (10) bzw. (11).

I°(R)

Abb. 10 u. 11. Die Abhidngigkeit der Inten- 0 500
sitdt des (222)-Reflexes eines Ge-Kristalls
von der Kristallgrofe fiir die Azimute =0

und ¢=2°10,6" (vgl. Abb. 7).

Oberflache 2*. Im Kikucur-Diagramm erscheint die
verbotene (222)-Linie mit einer vom Azimut nahezu
unabhingigen Intensitit, wihrend die ebenfalls ver-
botene (666)-Linie nur in der Nihe von Kreuzun-
gen mit anderen Linien Intensitit aufweist. Fir
beide Linien liefert der Umweg iiber (111) den
stirksten azimutunabhingigen Intensitatsbeitrag. Es
ist aber:

U(222) - (111) = U(111) > U(666) - (111) = U(555) »

so daf} der Beitrag von (111) fiir die Linie (222)
viel stirker als fiir die Linie (666) ausfallt. Deshalb
erscheint die Linie (222) kontinuierlich bestrahlt.

F. Die Abhingigkeit der Streuintensitit bis zur
zweiten Ndherung von der Kristallgrofle

In 1. Naherung ist die Streuintensitdt dem Qua-
drat des Kristallvolumens proportional. In (2) steht
72 als gemeinsamer Faktor vor dem gesamten Inten-
sitdatsausdruck; er wird bei der folgenden Diskussion
nicht beriicksichtigt. In der geschweiften Klammer
ist der erste Term unabhéngig von der Kristallgrofe.
Im 2. Term enthalten die Normierungskonstante a
und das Argument der Funktion 4 noch einen Para-
meter von der Dimension einer Linge, der firr die

24 Ob die hier benutzte theoretische Beschreibung auf Kikucai-
Diagramme anwendbar ist, miifite erst gezeigt werden. Der
folgende Schlufl jedoch ist sicher richtig, da er nur benutzt,

Abb. 10.

1000 1500 20004 0 200 400 600 &
s -R — R

Abb. 11.

Ausdehnung des Kristalls charakteristisch ist (Ra-
dius der Kugel; Dicke der Kristallplatte).

Fiir die Kugel ist mit | X, |=0:
g_ (TN, 3 ug ) }
1 (4‘ﬂ) {u(l 4 L Rh‘go uy ug—hA(Oa Qh)

- (41,7)2 {ugg -
(10)

Die Abhingigkeit der Intensitit von der Kristall-
grole wird also fiir u,#0 durch die Funktion
r A(0;x) beschrieben (Abb.8); da fir grole
z, A(0; x) = —4%-1/x strebt, nihert sich die durch
72 dividierte Intensitdt mit wachsender Kristallgrofie
dem konstanten Wert

ul+ o Z UhUg-h
5 k 0 Oh
h¢g =

Fiir den Fall verbotener Reflexe, u, =0, ist nach (9")
AR ERA L )
! (4::) (8k) l >, o 405 23) (11)

h €

upug_h . .
gt ms@sa ]

Hier ergibt sich die Abhéngigkeit von der Kristall-
grofle aus der Funktion: [z 4(0;2) ]2+ [zS(0;2) ]2
(Abb. 9). Wieder nahert sich 19 fiir grofe z (d. h.

3 uy Uhug-h }
-9 E 9= 2, A(0;21) ¢t 5
4 k = on h ( ’ /l) )
g

:lih=RQh.

daf} die Streuamplitude in eine Richtung f; dem Fourier-
Koeffizienten uf proportional ist.
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grofle R) einem endlichen Wert
[xS(0;x) — 1/x—0].

Fiir kleine Werte von R miissen in (10) und (11)
mehrere Funktionen von der Form der Abb. 8 bzw. 9
iiberlagert werden. Nach Gl. (11) wurde die Ab-
hingigkeit der Intensitit des (222)-Reflexes von
der Kristallgrofe fiir einen Ge-Kristall berechnet.
Die Elektronenenergie ist mit 4,5:-10*eV ange-
nommen; das entspricht einer Wellenldnge von
A=0,056 A. In Abb. 10 ist =0 ([101]-Richtung) ;
das ist nach der Abb. 7 eine Stelle hoher Intensitit,
da die Anregungsfehler der Tripel (131) und (111)
nahezu Null sind. Fiir Abb. 11 wurde eine Azimut-
stelle gewdhlt, in deren Nahe kein Tripel verschwin-
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denden Anregungsfehler hat, wo also der Haupt-
beitrag vom azimutunabhéngigen Tripel (111) her-
rihrt. In der Abb. 10 wird der konstante Wert bei
R~2000 A, in Abb. 11 schon bei R~700 A er-
reicht. Dem Verfasser sind keine experimentellen
Arbeiten bekannt, mit denen diese Ergebnisse ver-
glichen werden konnten.

Herrn Prof. Dr. K. MouiErE, unter dessen Leitung
diese Arbeit entstand, mochte ich fiir seine Unterstiit-
zung danken; ebenso den Herren Dr. H. Nienrs, Dr.
E. H. Waeser und Dr. K.Kamse fiir wertvolle Rat-
schlige. Besonderer Dank gebiihrt Herrn H.-J. Krauss,
der alle numerischen Rechnungen durchfiihrte und die
Abbildungen zeichnete. Der Max-Planck-Gesellschaft
habe ich fiir die Gewdhrung eines Stipendiums zu dan-
ken.

Das Problem der Irreversibilitit im Rahmen eines verallgemeinerten

Entropiebegriffs

Von Forker ExceLmany, Marc Feix, Ertore Minarp1I und Joacuim Oxenius

Groupe de Recherche de I’Association EURATOM-CEA, Fontenay-aux-Roses (Seine), France
(Z. Naturforschg. 16 a, 1223—1232 [1961] ; eingegangen am 27. Juli 1961)

In view of the fact that physical measurements represent transmission of information, a general
definition based on the measure of “lack of knowledge” in information theory can be introduced for
different entropies each of them corresponding to one particular kind of measurement. By means of
this entropy concept the problem of the consistency of microscopic reversibility and macroscopic irre-
versibility is studied. Under certain conditions it can be shown that the reversible microscopic equa-
tion of motion leads to the result that all entropies corresponding to “reduced” quantities, i.e. to quan-
tities which do not determine the microscopic state of the system completely, can never decrease.
However, it is to be noted that this behaviour is symmetric in time, in the classical as well as in the
quantum mechanical case. Irreversibility is so related on the one hand to incomplete description of a
system, but on the other also to the fact that theoretical statements can be verified by experiments in
the future only. The validity of the results obtained within the framework of ensemble theory for a
single physical system is discussed. As applications of the general ideas a system of free particles and

the BoLtzmANN gas are treated.

Ein Grundproblem der statistischen Mechanik ist
die Aufklarung der Konsistenz der mikroskopischen,
reversiblen Beschreibung eines abgeschlossenen Sy-
stems von vielen Freiheitsgraden mit der makrosko-
pisch beobachteten Tendenz eines solchen Systems,
irreversibel einem Gleichgewichtszustand zuzustre-
ben. Auf den ersten Blick scheint hier ein innerer
Widerspruch vorzuliegen, handelt es sich doch dar-
um, einen ausgezeichneten Sinn fiir den Zeitablauf
aus einer Theorie abzuleiten, die hinsichtlich des
Zeitsinns vollig symmetrisch ist. Ausgehend von
einer Analyse des Entropiebegriffs sollen im folgen-
den einige Gedanken zur Losung dieses Problems
beigetragen werden.

I. Informationstheoretische Einfiihrung
eines verallgemeinerten Entropiebegriffs
als Unkenntnis eines Beobachters

Am Anfang der folgenden Uberlegungen steht die
Tatsache, dal jede physikalische Messung eine mehr
oder minder genaue Information iiber den Zustand
des untersuchten Systems liefert. Es liegen somit ge-
nau die Umstdnde vor, die von der Informations-
theorie untersucht werden. Ist im allgemeinen Fall
die Wahrscheinlichkeit P; fiir das Auftreten eines
moglichen Wertes a; einer physikalischen Grole 4
des Systems gegeben, so liefert die Informations-
theorie als Mafl der Unkenntnis des Beobachters



